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Introduction 

Une structure de contact sur une variete algebrique lisse est la donnee d'un sous- 
fibre D G Tx de rang dimX — 1 de sorte que la forme Ox-bilineaire sur D a valeurs dans 
le fibre en droites L = Tx/ D deduite du crochet de Lie sur Tx soit non degeneree en tout 
point de X. Cela entraine que X est de dimension impaire 2n+ 1 et que le fibre canonique 
Kx est isomorphe a L~ 1_n . On peut aussi definir la structure de contact par la donnee 
d'un element 9 G H°(X,Q X ® L), la forme de contact, tel que 9 A (d9) n soit partout non 
nul. 

Soit g une algebre de Lie simple. Son groupe adjoint G agit sur P(g) et n'a qu'une 
seule orbite fermee ; on montre que celle-ci admet une structure de contact ([4] prop. 2. 6). 
Ce sont des varietes de Fano homogenes dont le groupe des automorphismes de contact a 
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pour algebre de Lie g. On parlera de la variete de contact homogene de type g. Les fibres 



Py(7y), ou Y est une variete lisse, fournissent d'autres exemples de varietes de contact. 
En dimension 3, Y-G.Ye a montre que ce sont les seules ([17]). D'autres auteurs etudient 
les structures de contact sur les varietes de Fano ([4], [11]), mais les resultats ne sont ici 
encore que partiels. 

Le resultat principal de ce travail est le 

> 

Theoreme. — Soit X est une variete projective lisse de dimension 5 munie d'une structure 
de contact. Alors X est I'une des varietes precedentes sauf si le fibre canonique Kx est 
numeriquement effectif et k(X) = — oo. 



Notons que le dernier cas ne devrait pas se produire par la conjecture d'Abondance 
([10]). 

Remerciements.— Je tiens a exprimer toute ma gratitude a A.Beauville pour m'avoir 
suggere ce probleme et pour l'aide qu'il m'a apporte. 

1. Rappels 

Soit X une variete projective lisse sur le corps C des nombres complexes. Le pro- 
duit d'intersection entre 1-cycles et diviseurs met en dualite les deux espaces vectoriels 
reels : 

N^X) = ({1-cycles}/ =) ® R et N\X) = ({diviseurs}/ =) <g> R, 
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ou = designe l'equivalence numerique. La dimension commune de ces espaces vectoriels est 
appelee le nombre de Picard de X. On considere le cone NE(X) C N±(X) engendre par 
les classes des 1-cycles effect if s. Une raie extremale est une demi-droite R dans NE(X), 
adherence de NE(X) dans Nx(X), verifiant K X -R* < et telle que pour tout Z 1: Z 2 G 
NE(X), si Z 1 + Z 2 G R alors Zi, Z 2 G R. Une courbe rationnelle extremale est une courbe 
rationnelle irreductible C telle que R + [C] soit une raie extremale et —K X .C < dimX + 1. 
Le premier resultat de la theorie de Mori est que toute raie extremale est engendree par une 
courbe rationnelle extremale. Le second resultat fondamental est que toute raie extremale 
R admet une contraction, c'est-a-dire qu'il existe une variete projective normale Y et un 

morphisme X — > Y, surjectif a fibres connexes, contractant les courbes irreductibles C 
telles que [C] G R (theoreme de Kawamata-Shokurov). 

Rappelons un resultat fondamental de J.Wisniewski ([15], [16]) sur le lieu exceptionnel 
d'une contraction extremale. Soit F une composante irreductible d'une fibre non triviale 
d'une contraction element aire associee a la raie extremale R. Nous appelons lieu de R, 
le lieu des courbes dont la classe d'equivalence numerique appartient a R. On a alors 
l'inegalite : 

dimF + dim(lieu de R) > dimX + £(R) - 1, 
ou £(R) designe la longueur de la raie extremale R : 

i(R) = inf{— K X -C \C etant une courbe rationnelle et C G R}. 

En particulier : 

2dim(lieu de R) > dimX + i(R) - I. 
Nous terminons ces rappels par un theoreme de structure ([2], [3]). Considerons une 

contraction extremale X — Y d'une variete projective lisse. Soit L un fibre inversible 
0-ample et r > 1 un entier. On dit que K x + rL supporte la contraction si ce fibre est 
trivial sur les fibres de 0. Soit F = _1 (y) une fibre de munie de sa structure de schema 
reduite. On suppose qu'il existe un ouvert de Y contenant y tel que les fibres de <fi au 
dessus de cet ouvert soient toutes de dimension au plus dim(F) : 

1. si dim(F) < r — 1 alors Y est lisse en y et est un fibre projectif au voisinage de F, 

2. si dim(F) = r alors Y est lisse au voisinage de y et : 

(a) si est birationnel alors est l'eclatement d'une sous variete lisse de Y de 
codimension r + 1, 

(b) si dim(y) = dim(X) — r alors est un fibre en quadriques, 

(c) si dim(y) = dim(X) - r + 1 alors r < dim(X)/2 et F = P r . 

2. Preuve du theoreme 

Lemme- Soit X une variete projective lisse de dimension 2n + 1 munie d'une struc- 
ture de contact definie par la forme G H°(X,Q X ® L). Soit Y C X une sous-variete 
analytique complexe lisse telle que la restriction de la forme de contact a Y soit identique- 
ment nulle. Alors la dimension de Y est au plus n. 

Demonstration.— On verifie par un calcul en coordonnees locales que pour tout y G Y, 
l'espace vectoriel Ty(y) C D(y) est un sous espace totalement isotrope pour la forme 
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alternee de contact qui, par hypothese, est non degeneree. 



□ 



Proposition l.—Soit X une variete de Fano de dimension 5 munie d'une structure de 
contact. On suppose que — 1- Alors X est soit isomorphe d I'espace projectif P 5 

soit d la variete de contact homogene de type G 2 . 

Demonstration.— Puisque b 2 {X) — 1, le groupe de Picard de X est un Z-module libre 
de rang 1. Rappelons que nous avons la formule K x = —3L. II en resulte que soit L 
engendre Pic(X) soit L = 2L ou L est un generateur du groupe de Picard de X. Dans 
ce dernier cas, X est isomorphe a I'espace projectif complexe P 2n+1 par le critere de 
Kobayashi-Ochiai ([9]). 

II nous reste done a traiter le cas ou L est un generateur de Pic(X). Dans ce cas, X 
est une variete de Mukai et le fibre L est tres ample ([14] prop. 1, [12]). En effet, lorsque 
X est un revetement double de P 5 ou d'une quadrique lisse de dimension 5, on verifie que 
H°(X, Q X <S>L) = et done X n'a aucune structure de contact. Par suite, X est homogene 
([4] cor. 1.8) et isomorphe a la variete de contact homogene de type G 2 ([5]). □ 

Theoreme l. — Soit X une variete projective lisse de dimension 5 munie d'une struc- 
ture de contact. On suppose que le fibre canonique n'est pas numeriquement effectif. Alors 
X est soit isomorphe a I'espace projectif P 5 , soit a Py(7y) oil Y est une variete lisse de 
dimension 3, soit a la variete de contact homogene de type G 2 - 

Demonstration.— ha, preuve de ce theoreme repose sur l'etude des contractions extemales 
de X. Soit R une raie extremale de X. Puisqu'on a la formule K x = — 3L, £(R) = 3 ou 6. 
Dans le dernier cas, X est de Fano et b 2 (X) = 1 ([15]) et la proposition 1 permet de 
conclure. 

II nous reste a traiter le cas ou l(R) = 3. Notons X Y la contraction extremale 
associee a R. Par l'inegalite de Wisniewski, la contraction est soit de type fibree soit di- 
visorielle. De plus, le fibre L est 0— ample et K x + 3L supporte la contraction extremale. 

Etude des contractions de type fibree. En utilisant a nouveau l'inegalite de Wisniewski 
on verifie que dim(F) < 3 et que toute composante irreductible d'une fibre non triviale 
est de dimension au moins 2. 

Cas 1 : dim(Y) = 3. Puisque est une contraction extremale et dim(F) > 1, n'a 
pas de fibre de dimension 4. Par 2.(c), le morphisme ne peut avoir de fibre de dimension 
3 et il en resulte done que toutes les fibres de sont de dimension au plus 2, ce qui entraine 
que Y est lisse et que est un fibre projectif par 1. Remarquons alors que L\ F = 0^2 {1) 
pour toute fibre F de et considerons la suite exacte : 

— > T x/Y ^T x ^ <f>*T Y — > 

La fleche T x /y — > L obtenue par composition avec la projection T x — >■ L etant iden- 
tiquement nulle par le theoreme de Grauert et les resultats ci-dessus, il existe une fleche 
surjective 0*7y — > L — > et done un morphisme X — > Py(7y) au dessus de Y qui 
induit un isomorphisme sur chaque fibre. II en resulte que ce morphisme est en fait un 
isomorphisme, ce qui termine la preuve du theoreme dans ce cas. 
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Cas 2 : dim(Y) = 2. Par le critere de Kobayashi-Ochiai ([9]), une fibre generique lisse est 
une quadrique Q C P 4 de dimension 3. On verifie que L\q = Oq(1) et que H°(Q, = 
; ce cas est elimine par le lemme. 

Cas 3 : dim(Y) = 1. Une fibre generique lisse F de est une variete de Del Pezzo de 
dimension 4 et L\p est la polarisation naturelle. En utilisant la classification de T.Fujita 
([6], [7], [8]), on verifie que H°(F, flp <g> L\ F ) = et le lemme permet de conclure. 

Cas 4 ■ dim(Y) = 0. Dans ce cas X est de Fano et, puisque le nombre de Picard de 
X est 1, on a b 2 (X) = 1 et on peut appliquer la proposition 1. 

Etude des contractions divisorielles. Notons E le lieu exceptionnel de 0. C'est un 
diviseur irreductible. Par l'inegalite de Wisniewski, <j>(E) est de dimension ou I. 

Cas 1 : dim((f>(E)) = 1. Par 2(a), une fibre non triviale F de est un espace projec- 
tif P 3 et L\p = Op3(l). Ce cas est a nouveau eliminer par le lemme. 

Cas 2 : dim(4>(E)) = 0. Dans ce cas, E est soit isomorphe a P 4 , soit a une quadrique 
irreductible de dimension 4, soit a une variete de Del Pezzo de dimension 4 ([1]). Les deux 
premiers cas s'eliminent par le lemme. Dans le dernier cas, le fibre normal Mf\x est Op. 
Par suite le schema de Hilbert Hilbx est lisse au point F et de dimension 1. Puisque <fi 
est extremale, les deformations de F doivent etre contractees par <f>, ce qui constitue la 
contradiction cherchee. □ 

Corollaire.— Les seules varietes de Fano de dimension 5 admettant une structure de con- 
tact sont, a isomorphisme pres, P 5 , P P 3(7p3) et la variete de contact homogene de type G 2 - 

Demonstration.— Le corollaire est une consequence de la conjecture d'Hartshorne-Frankel, 
demontree par S.Mori ([13]). □ 

Pour les varietes de dimension de Kodaira k(X) > 0, nous avons la 

Proposition 2. — Soit X une variete projective lisse de dimension 2n + 1. On suppose 
que X est de dimension de Kodaira k(X) > 0. Alors X ne possede aucune structure de 
contact. 

Demonstration.— ^Raisonnons par l'absurde et supposons que X soit munie d'une structure 
de contact. II resulte des hypotheses, qu'il existe une variete projective lisse X et un mor- 
phisme X — ^ X generiquement fini tel que h°(X,L ) > 1, ou Ton a pose L = n*(L). 
Considerons un ouvert U C X non vide au dessus duquel n est etale et fini. La struc- 
ture de contact sur X induit une structure de contact sur 7r _1 (£7) associee au fibre L. 
Quitte a restreindre 7r~ l (U), on peut supposer que L est trivialise par une section globale 
9 G H°(X,L ) C H°(X,Q^—). Sur cet ouvert, la structure de contact est donnee par la 
forme de contact 9, ce qui constitue la contradiction cherchee puisque d{9) = 0. □ 
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